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  O problema de corte de estoque 

Dados objetos grandes, geralmente disponíveis em estoque, o PCE – Problema de Corte 
de Estoque consiste em determinar como cortá-los em peças menores, chamadas de 
itens, de acordo com algum critério de otimização.  

Definição: 



  O problema de corte de estoque 

Unidimensional 



  O problema de corte de estoque 

Unidimensional 



  O problema de corte de estoque 

Unidimensional 



  O problema de corte de estoque 

Unidimensional 

Indústria de bobinas de aço, bobinas (jumbo) de papel, 

esquadrias de madeira, tubos para fabricação de 

aeronaves entre outros. 

• Gau e Wäscher e Gau (1995); 
• Vance (1998); 
• Belov e Scheithauer (2002); 
• Stadtler (1990); 
• Umetani et al (2003); 
• Vanderbeck (2000); 
• Poldi e Arenales (2009); 
• Gradisar e Trkman (2005); 
• Cherri et al (2014); 
• Vahrenkamp (1996); 
• Cui e Yang (2010); 
• Scheithauer e Terno (1997); 
• Leao (2013); 
• ..... 

Busca no Google Scholar: 



  O problema de corte de estoque 

Bidimensional 



  O problema de corte de estoque 

Bidimensional 



  O problema de corte de estoque 

Bidimensional 

Indústria de móveis, vidros, papeis, etc 

• Wang (1983); 
• Kenyon e Rémila (2000); 
• Gilmore e Gomory (1965); 
• Steudel (1979); 
• Art Jr (1966); 
• Christofides e Whitlock (1977); 
• Vanderbeck (2001); 
• Beasley (1985); 
• Herz (1972); 
• Israno e Sanders (1982); 
• Morabito (1992); 
• Ghidini (2009); 
• ..... 

Busca no Google Scholar: 



  O problema de corte de estoque 

Tridimensional 



  O problema de corte de estoque 

Tridimensional 



  O problema de corte de estoque 

Tridimensional 



  O problema de corte de estoque 

Tridimensional 

Corte de espuma, isopor, etc. 

Carregamento de contêineres ou paletes. 

• Morabito e Arenales (1992); 
• Antonio, Chu et al (1996); 
• Moreira, Oliveira, Gomes (2007); 
• Queiroz, Miyazawa e Wakabayashi; 
• Hokama, Miyazawa e Xavier (2016); 

 
• Bordfeldt e Wäscher (2013) review 
• ..... 

Busca no Google Scholar: 



  O problema de corte de estoque 

Irregular (nesting problems) 



  O problema de corte de estoque 

• PCE + problema de dimensionamento de lotes; 

• PCE + sequenciamento da produção; 

• PCE + roteamento; 

• PCE + PDL + sequenciamento; 

•  etc.... 

• Único/vários objetos; 
• Minimização do número de padrões de corte 
• Aproveitamento de sobras 
• Data de entrega 
• Integrações 

 
 
 
 

 
• Etc..... 
 



  O problema de corte de estoque 

Tipologia Dyckhoff (1990) 



  O problema de corte de estoque 

Tipologia Wäscher et al (2007) 



  O problema de corte de estoque 
Review  Delorme, Iori e Martello (2016) 



 Problema da mochila (knapsack problem) 

Suponha que um alpinista deva carregar sua mochila 
selecionando alguns itens, dentre vários disponíveis, para 
carregar em sua mochila em uma expedição, sempre levando 
em conta a capacidade da mochila.  

A cada item é atribuído um valor de utilidade e o alpinista deve 
selecioná-los buscando maximizar o valor de utilidade total. 



 Problema da mochila (knapsack problem) 

Considere: 
 

𝑚𝑚 :  número de tipos de itens; 

 

𝑣𝑣𝑖𝑖   : valor de utilidade do item tipo i; 

 

𝑝𝑝𝑖𝑖 : peso do item tipo i; 

 

𝐿𝐿 : capacidade de mochila. 



 Problema da mochila (knapsack problem) binário 

max�𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

 

Formulação matemática: 

sujeito a ∶ � �𝑝𝑝𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

  ≤    𝐿𝐿  

𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝔹𝔹, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚

 

Variável de decisão:  

 
𝑥𝑥𝑖𝑖 =  �1 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑜𝑜 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 é 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  : 

Maximiza valor de 
utilidade 

Respeita a 
capacidade da 

mochila 

Domínio das variáveis 



 Problema da mochila (knapsack problem) binário 

max   𝑧𝑧 = 4𝑥𝑥1 + 6𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5 

sujeito a ∶ �5𝑥𝑥1 + 4𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5  ≤    10  
𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝔹𝔹, 𝑖𝑖 = 1, … , 5  

Exemplo: 

 

𝒙𝒙∗ = 0 1 1     1 1 𝑡𝑡 

𝐿𝐿 = 10  : capacidade de mochila; 

𝑚𝑚 = 5  itens; 

𝒗𝒗 = 4 6 5     3 1 𝑡𝑡 ; 
𝒑𝒑 = 5 4 3     2 1 𝑡𝑡 . 

Formulação matemática: Solução: 

10 

5 4 

3 2 1 

4 3 2 1 

Objeto: Itens: 

𝑧𝑧∗ = 15  

 



 Problema da mochila (knapsack problem) inteiro 

max�𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

 

Formulação matemática: 

sujeito a ∶ � �𝑝𝑝𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

  ≤    𝐿𝐿  

𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℤ+, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚

 

Variável de decisão:  

 
𝑥𝑥𝑖𝑖  ≥ 0, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚 : número de itens do tipo i alocados na mochila 

Maximiza valor de 
utilidade 

Respeita a 
capacidade da 

mochila 

Pode-se levar várias 
unidades do mesmo tipo de 

item na mochila 



 Problema da mochila (knapsack problem) inteiro 

max   𝑧𝑧 = 4𝑥𝑥1 + 6𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5 

sujeito a ∶ �
5𝑥𝑥1 + 4𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5  ≤    10  

𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℤ+, 𝑖𝑖 = 1, … , 5  

Exemplo: 

 

𝒙𝒙∗ = 0 0 3     0 1 𝑡𝑡 

 

𝐿𝐿 = 10  : capacidade de mochila; 
𝑚𝑚 = 5  itens; 

𝒗𝒗 = 4 6 5     3 1 𝑡𝑡 ; 
𝒑𝒑 = 5 4 3     2 1 𝑡𝑡 . 

Formulação matemática: Solução: 

10 

5 4 

3 2 1 

3 3 3 1 

Itens: Objeto: 

𝑧𝑧∗ = 16  



 Problema bin-packing 

min�𝑦𝑦𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

 

Formulação matemática: 

sujeito a ∶

�𝑝𝑝𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

  ≤    𝐿𝐿𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚

�𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑗𝑗=1

 =    1,       𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝔹𝔹,  𝑦𝑦𝑗𝑗∈ 𝔹𝔹,   ∀ 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 

 

Variáveis de decisão:  

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  �1 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑜𝑜 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 é 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑗𝑗
0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

  

 

𝑦𝑦𝑗𝑗 =  �1 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑎𝑎 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏  𝑗𝑗 é 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢
0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

  

 

Associa-se cada item a uma mochila (bin), 
tal que o peso total dos itens em cada 
caixa não exceda L e o número de bins 
utilizados seja mínimo 

Note que o limitante superior do número de mochilas 
é igual ao número de itens m.  

minimiza o total 
de bins utilizados 

respeita a capacidade do 
bin, se for usado! 

Todo item deve ser alocado 
em algum bin j 



 Formulação de Kantorovich (1939) 

L. V. Kantorovich.  
Mathematical Methods of production, 

planning and organization.  
Leningrad University, Leningrado, 1939, 

68 pp. (em Russo) 

Kantorovich foi laureado com o Prêmio Nobel em Economia, em 1975, 
juntamente com TjallingC. Koopmans, por suas contribuições para a 

teoria de alocação  ótima de recursos. 



 Formulação de Kantorovich (1939) 

min�𝑦𝑦𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑗𝑗=1

 

Formulação matemática: 

sujeito a ∶

�𝑙𝑙𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

  ≤    𝐿𝐿𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛

�𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

 ≥    𝑑𝑑𝑖𝑖 ,       𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ ℤ+, 𝑦𝑦𝑗𝑗 ∈ 𝔹𝔹,   ∀ 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 

 

Variáveis de decisão:  

𝑦𝑦𝑗𝑗 =  �1 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑜𝑜 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  𝑗𝑗 é 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢
0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

  

 

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖  ≥ 0 : número de vezes que o item i é cortado 
do objeto j.  

 

Objetos disponíveis para corte de comprimento 𝐿𝐿 ≥ 0 
Produzir itens menores de  
comprimentos   𝑙𝑙1, 𝑙𝑙2, … , 𝑙𝑙𝑚𝑚  
e demandas  𝑑𝑑1,𝑑𝑑2, … ,𝑑𝑑𝑚𝑚. 

minimiza o total de 
objetos cortados 

atendimento da demanda 

Comprimento total utilizado 
é limitado ao comprimento 

do objeto, se utilizado! 



 Formulação de Gilmore e Gomory (1961, 1963) 



 Formulação de Gilmore e Gomory (1961, 1963) 



 Formulação de Gilmore e Gomory (1961, 1963) 

Definição:   (padrão de corte) 

Seja 𝒂𝒂 vetor (de dimensão 𝑚𝑚)  

tal que 𝑎𝑎𝑖𝑖 representa o número de vezes que o item tipo 𝑖𝑖 está no padrão de corte. 

𝒂𝒂 =
𝑎𝑎1
⋮
𝑎𝑎𝑚𝑚

 

𝒂𝒂𝟐𝟐 =
0
3
1

 𝒂𝒂 =
0
0
3

 



 Formulação de Gilmore e Gomory (1961, 1963) 

Seja 𝑛𝑛 o número total de possíveis padrões de corte. 

Seja 𝒅𝒅 o vetor das demandas dos itens. 

𝒂𝒂𝒋𝒋 =
𝑎𝑎1𝑗𝑗
⋮

𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

 

Assim, o j-ésimo padrão de corte é dado por: 

em que 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖  representa o número de vezes que o 
item tipo 𝑖𝑖 está no padrão de corte 𝑗𝑗. 



 Formulação de Gilmore e Gomory (1961, 1963) 

Variável de decisão: 
 𝒙𝒙𝒋𝒋: número de objetos cortados conforme o padrão de corte 𝑗𝑗. 

min�𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

 

Formulação matemática: 

sujeito a ∶
�𝒂𝒂𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

  ≥    𝒅𝒅

𝑥𝑥𝑗𝑗 ∈ ℤ+,   ∀  𝑗𝑗 

 

Minimiza o total de 
objetos cortados 

atendimento da demanda 



 Formulação de Gilmore e Gomory (1961, 1963) 

Exemplo: 

Considere o problema de corte unidimensional com um único tipo de objeto em estoque 
de comprimento L = 11 a serem cortados para produzir três tipo de itens de 
comprimentos l1 = 3cm, l2 = 4cm e l3 = 5cm e cujas demandas são 4, 3 e 2, 
respectivamente. 

 3cm        4cm          5cm 

Objeto Itens 

 11cm  

Demanda 
 

    d1 = 4 
    d2 = 3 
    d3 = 2 

L 



 Formulação de Gilmore e Gomory (1961, 1963) 

Método de Solução 



 Formulação de Gilmore e Gomory (1961, 1963) 

Método Simplex* com Geração de Colunas (GG, 1961) * Proposto por Dantzig (1945) 

     n = m + m’ 

m       m’ 

A    = N B 

1. Partição básica 

2. Solução básica inicial:   𝑩𝑩𝑥𝑥𝐵𝐵 = 𝒅𝒅 

3. Variáveis duais (vetor multiplicador simplex):   𝑩𝑩𝑡𝑡𝜋𝜋 = 𝒄𝒄𝑩𝑩 

4. Custos relativos:    𝑐𝑐𝑁𝑁𝑞𝑞� = 𝑐𝑐𝑁𝑁𝑞𝑞 − 𝜋𝜋𝑡𝑡𝑎𝑎𝑁𝑁𝑞𝑞 ,    ∀𝑞𝑞 ∈ 𝑵𝑵 
  

5. Direção simplex 

6. Tamanho do passo 

7. Atualização e retorna ao passo 3 

Dantzig:   𝑐𝑐𝑘𝑘� = min 𝑐𝑐𝑁𝑁𝑞𝑞� ,∀𝑞𝑞  𝑐𝑐𝑘𝑘 − 𝜋𝜋𝑡𝑡𝑎𝑎𝑘𝑘 ≥  0   ⇒   solução ótima 
 
𝑐𝑐𝑘𝑘 − 𝜋𝜋𝑡𝑡𝑎𝑎𝑘𝑘 <  0   ⇒   variável 𝑘𝑘 entra na base 

𝑐𝑐𝑘𝑘 = 1,∀ 𝑘𝑘    
 
min 𝑐𝑐𝑘𝑘 − 𝜋𝜋𝑡𝑡𝑎𝑎𝑘𝑘 = min 1 − 𝜋𝜋𝑡𝑡𝑎𝑎𝑘𝑘  

                               = 1 −  max 𝜋𝜋𝑡𝑡𝑎𝑎𝑘𝑘   

Problema da mochila 



 Formulação de Gilmore e Gomory (1961, 1963) 

min�𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

 

Problema Mestre 

sujeito a ∶
�𝒂𝒂𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

  ≥    𝒅𝒅

𝑥𝑥𝑗𝑗 ∈ ℝ+,   ∀  𝑗𝑗 

 

g = 1 − max�𝜋𝜋𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

 

Subproblema 

sujeito a ∶
�𝒍𝒍𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

  ≤    𝐿𝐿

𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ ℤ+, 𝑖𝑖 =, 1, … ,𝑚𝑚 

 

𝝅𝝅 

𝒂𝒂 



  

 Formulação de Valério de Carvalho (1999, 2001) 



 Formulação de Valério de Carvalho (1999, 2001) 

Dados: 

 

• 𝐿𝐿 = 5; 
• 𝒍𝒍 = 3, 2 ; 
 

 

 

Grafo associado: 

Representação de um padrão de corte: 

Exemplo: 



 Formulação de Valério de Carvalho (1999, 2001) 

Minimizar 
 
 
Sujeito a: 

(VC1) 
 
 
 
 
(VC2) 
 
 
 
 

 
(VC3) 
 
 
(VC4) 

𝑓𝑓 

∑ ∑
∈ ∈ 








=
−=

=−
=+−

Aji Akj
jkij

Ljf
Lj

jf
zz

),( ),( se,
1,,1se,0

0se,


∑
∈+

+ =≥
A)lk,k(

ilk,k
i

i
m,,i,dz 1

A)j,i(,Zzij ∈∀∈ +



  

Problema de corte de estoque Bidimensional 



PCE Bidimensional 

L

(1)


3

(2)

(3)

W


4


1


2

(4)

w
1 w

2

w
3 w

4

L

(1)
(2)

(3)

W

(4)

(2)

Objeto Itens demandados Padrão de corte 

a=(1, 2, 1, 1)t 



PCE Bidimensional 

Corte guilhotinado: 

Padrão de corte guilhotinado: 

vertical horizontal 

C 
1 

C 
2 C 

5 

C 
4 

3 C 



PCE Bidimensional 

Fonte: Suliman 2006 



PCE Bidimensional 

•guilhotinado, 
•homogêneo, 
•2-estágios, sem apara 

•guilhotinado, 
•não-homogêneo, 
•2-estágios, com apara 

•Não guilhotinado 



 PCE Bidimensional – Geração de Colunas  

min�𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

 

Problema Mestre 

sujeito a ∶
�𝒂𝒂𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

  ≥    𝒅𝒅

𝑥𝑥𝑗𝑗 ∈ ℝ+,   ∀  𝑗𝑗 

 

max� 𝑙𝑙𝑖𝑖𝜋𝜋𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

 

Subproblema 

sujeito a ∶ �
  

𝒂𝒂:  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ ℤ+, 𝑖𝑖 =, 1, … ,𝑚𝑚 

 

𝝅𝝅 

𝒂𝒂 



PCE Bidimensional 

Corte guilhotinado 
vertical horizontal 

2 estágios  (Gilmore e Gomory, 1965) 



PCE Bidimensional 

Abordagem grafo e/ou 
(Morabito, 1992) 



PCE Bidimensional 

Abordagem grafo e/ou 
(Morabito, 1992) 



Obrigada! 
Kelly Poldi 
kelly@ime.unicamp.br 

Carla Ghidini 
carla.ghidini@fca.unicamp.br 
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